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Abstract— This work presents an identification method to determine the transfer function from a physical
system, using its frequency response. The poles and zeros are analytically calculated in an optimal manner based
on a cost function in quadratic norm. The model matching is based on the frequency response of the system
under analysis, obtained from the Fast Fourier Transform (FFT). In the last part of paper, three examples are
presented. The first one is an academic example, the Brazilian Interconnected System, with a 1,637-order transfer
function. In the second, the model of the magnetic levitator from IME’s Control Lab is identified. Finally, a
tracking system is used. In some cases, balanced model reduction techniques may be employed, with the purpose
to make the representation simpler, without compromising the identified dynamics.

Keywords— Identification, frequency response, generator sets, FF'T, model reduction.

Resumo— Este trabalho apresenta uma metodologia para identificacdo da funcdo de transferéncia de um
sistema fisico, baseada no ajuste da resposta em freqiiéncia medida. Os poélos e zeros sao calculados analiticamente
e de maneira 6tima, segundo uma fungao custo de norma quadrética. A resposta em freqiiéncia do sistema sob
analise é obtida através do uso da Transformada Répida de Fourier (FFT). No final do artigo apresentam-se trés
exemplos. O primeiro é um exemplo académico, o Sistema Interligado Brasileiro, cuja funcao de transferéncia
identificada é de ordem 1.637. No segundo, o modelo do levitador magnético do Laboratério de Controle do IME
é identificado. Por fim, utiliza-se um sistema do tipo rastreamento. Em alguns casos, a redugao de ordem de
modelos por realizagao balanceada pode ser empregada, com a finalidade de tornar a representacao mais simples,

sem comprometer a dinamica identificada.

Keywords— Identificagao, resposta em freqiiéncia, conjuntos geradores, FF'T, redugao de modelo.

1 Introducao

As técnicas de identificagdo surgem como uma
ferramenta alternativa a modelagem convencional
que, em muitos casos, tém aplicacao limitada
devido a complexidade fisica da planta. Um
bom modelo é aquele que consegue representar a
dinamica do sistema satisfatoriamente sem apre-
sentar uma complexidade matematica excessiva.
Em muitos casos, o modelo é o ponto de partida
para as aplicacoes de sinteses de controle, que per-
mitirao modificar o comportamento do sistema em
malha fechada, no sentido de atender requisitos de
robustez em estabilidade e desempenho.

Nos 1ltimos anos, muitas técnicas de identifi-
cacao foram propostas, ora baseadas no dominio
do tempo, ora no dominio da freqiiéncia. No
primeiro grupo (Carvalho, 2000; Macedo, 2001),
sinais conhecidos sao aplicados na entrada do sis-
tema e entao as saidas correspondentes sao me-
didas com um grande numero de amostras. A
partir do conjunto de dados escolhido, procura-
se determinar um modelo para o sistema sob teste
através da minimizacao de um critério de erro,
também chamado de funcao custo. Nas técnicas
classificadas no segundo grupo, os dados medidos
estao relacionados com as caracteristicas freqiien-
ciais do sistema. As duas formas de identificacao

apresentam resultados bastante eficientes, porém
(Pintelon et al., 1994) mostra algumas vantagens
deste ultimo grupo: maior facilidade no trata-
mento do ruido, reducao do volume de dados, dis-
pensa da necessidade de estimacao do estado ini-
cial e facil validagao do modelo. Diversas abor-
dagens tém sido apresentadas para o problema da
identifica¢ao no dominio da freqiiéncia (Pintelon
et al., 1994; Akcay e Heuberger, 2001; Wulhynek
e Ades, 2003). Trabalhos como (Sanathanan
e Koerner, 1963; Bayard, 1994; Medina et al.,
1994; Akcay et al., 1998) adotaram abordagens
utilizando o Método dos Minimos Quadrados.
Outros (Helmicki et al., 1991; Gu et al., 1992;
Ninness, 1998) utilizam a estimacdo baseando-
se na norma H,. Observa-se também em al-
guns trabalhos como (Gu et al., 1992; Friedman
e Khargonekar, 1995; Akgay e Heuberger, 2001) o
uso de algoritmos com dois estagios: no primeiro
uma estimacao de alta ordem é realizada e no se-
gundo é feita uma reducao da ordem do modelo
por realizacdo balanceada. Em (Ninness, 1996)
utilizou-se uma base como Laguerre ou Kautz.
Em todos esses trabalhos, observa-se a preocu-
pagao em obter solugoes analiticas, o que normal-
mente sé é possivel quando os problemas propos-
tos sao convexos nas variaveis de decisao.

A metodologia proposta consiste em aumen-



tar gradativamente a ordem do modelo estimado,
de maneira que o ajuste entre as respostas em fre-
qiiéncia do sistema e do modelo atinja um custo
pré-definido. Assim, obtém-se uma familia de mo-
delos dos quais um sera escolhido para represen-
tar a dindmica do sistema analisado. A escolha
baseia-se no compromisso entre o erro de ajuste e
a complexidade matematica. Parte-se da resposta
em freqiiéncia da planta, que pode ser medida a
cada freqiiéncia em laboratério a partir da injegao
de sinais senoidais, ou ainda, obtida através da
aplicacao da F'F'T nos sinais de entrada e nas cor-
respondentes saidas da planta.

2 Descricao do Problema e a
Metodologia Proposta

O problema abordado consiste na determinagao
da fungdo de transferéncia (FT) de um sistema
do tipo caixa-preta, onde suas entradas e saidas
sdo sinais continuos no tempo. Admite-se que
esse sistema seja linear ou possa ser linearizado
em seu ponto de operagao. Consideram-se apenas
os sistemas SISO . A idéia principal para a ex-
tensao ao caso MIMO linear consiste na aplicagao
da metodologia em cada elemento da matriz de
transferéncia do sistema sob teste, considerando
individualmente cada par entrada-saida. Assim, a
extensao para o caso multivaridvel pode ser feita
as custas do aumento do tempo de processamento
computacional.

A metodologia proposta foi subdividida em
trés partes. A primeira consiste em obter a
resposta em freqiiéncia do sistema, G(jw), para
um conjunto arbitrario de freqiiéncias, w =
[w1,wa, . .., wy,]T, numa determinada faixa de in-
teresse. Na segunda parte, procura-se estimar
uma FT com ordem n previamente escolhida,
G (s), que melhor se ajuste ao diagrama de res-
posta em freqiiéncia levantado na primeira parte.
A terceira parte consiste na validacao e verificagao
da possibilidade de redugao da ordem do modelo
estimado via realizagao balanceada.

Define-se o critério de erro J(f), baseado em
norma quadratica:

J(0) = ||D(3,jw)Gjw) — N(a, jw)l[; (1)

sendo N(a,jw) e D(8,jw) as respostas em fre-
qiiéncia do numerador e do denominador de G7 ()

e =[a" g" ]T o vetor de parametros a ser
determinado. Em outras palavras, deseja-se cal-
cular os pédlos e zeros de GZ(s) (parametros
de D(s) e a de N(s)) de maneira que a funcio
custo em (1) seja minimizada e possa ser utilizada
como critério para determinar uma aproximagao
adequada de G(jw).

A expansao de G7(s) deve contemplar fungoes
racionais estritamente préprias e biproprias, per-
mitindo obter modelos que possuam pdlos multi-
plos e/ou complexos conjugados. Para tanto, a

representacao das fungoes estimadas adotara uma
expansao sob a forma de conjuntos geradores:
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O coeficiente do termo s do denominador é
escolhido como By = 1, tendo em vista a possibili-
dade de simplificagao de G7 (6, s) e a vantagem de
estimagao de um parametro a menos. Arbitrada
a ordem n, estabelece-se o seguinte problema de
otimizacdo, para § € R?"+1:

min J(9) = min | D(B,jw)G(jw) — N(a,jw)||, (4)

A Figura 1 apresenta um diagrama em blo-
cos da metodologia proposta. Uma vez determi-
nada a resposta em freqiiéncia, o algoritmo segue
para o método de identificagao propriamente dito.
O método calcula analiticamente os pdlos e zeros
de maneira 6tima, minimizando o custo em (4).
Aumenta-se gradativamente a ordem do modelo
estimado, visando alcangar o custo previamente
estabelecido. Dessa forma, chega-se a uma familia
de modelos que satisfazem o problema. A escolha
de GZ(s) estd baseada no compromisso entre a
precisao necessaria para se representar o compor-
tamento da planta e a complexidade matematica
desejada para o modelo. Por fim, verifica-se a pos-
sibilidade de reducao da ordem dos modelos por
realizacao balanceada, através da andlise dos va-
lores singulares de Hankel e submete-se o modelo
a validagao. Os blocos da Figura 1 sao discutidos
mais detalhadamente a seguir.

2.1 Determinacao da Resposta em Fregiiéncia

Parte-se da observacao e da medicao dos sinais
de entrada u(t) e de saida y(¢) do sistema sob
andlise, através do uso de placas A/D (analdgicas-
digitais). O levantamento da curva de resposta em
freqiiéncia do sistema é obtido a partir da apli-
cacao da FFT sobre um par de sinais entrada
u(kT) - saida y(kT) com k = 1,2,..., onde T
é o periodo de discretizagao. Para plantas ins-
taveis, o método requer que o sistema seja pre-
viamente estabilizado sendo, as vezes, necessario
realimenta-lo. Conhecendo-se a dinamica do con-
trolador, pode-se extrair o modelo em malha
aberta do modelo em malha fechada identificado.
A aplicacao da FFT com esse fim ja foi abor-
dada por diversos autores (Ninness, 1996; Pintelon



et al., 1997; Aguirre, 2000), nao sendo o objetivo
principal deste trabalho. Uma das vantagens con-
siste na possibilidade de levantar a resposta em
freqiiéncia sem que haja interferéncia na operagao
do sistema.

Resposta em freqiiéncia

Resposta em
Freqiiéncia . ~4

Glia) = Y(a/UGe) —

Identifica¢@o

Redugao
de modelo

Redugdo

Validagao

G."(s) ou G."(s)

N J

Figura 1: Diagrama em blocos da metodologia
proposta.

A resposta em freqiiéncia pode ser calculada
como:

U(jw) = FFT[u(kT)}; Y (jw) = FFT[y(kT)]

Ji=1,2,...,m. (5)

2.2 Calculo dos Pdolos e Zeros

Para o calculo da posigao 6tima dos pélos e zeros,
segundo o critério (1), as FTs estimadas ser@o ge-
radas pela expansao apresentada anteriormente na
equacao (2).

Partindo da funcao custo em (1):
. . N
J(O) = |D(B,jw)G(jw) — N(a,jw)|,

= Z |D(B, jwi)G(jwi) — N(Q»jwi)|2
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com ¥(jw;) = D(B,jwi)G(jw;) — N(a,jw;) e
U™ (jwi) = U(—jw;).

Esse problema, quadratico no vetor de para-
metros 0, é convexo nas varidveis a e 3 (Bazaara
e Shetty, 1993) e pode ser solucionado calculando
ay € 3 de maneira que:

T
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Derivando parcialmente (6) em relagao a 6, de
acordo com (3) :

dJ =[O0V __ NG &
8701, —; <89p\11 (sz‘)+‘1’(]wz’)86,p> (8)

As derivadas parciais de ¥(jw;) em relacdo a
g e §; resultam em:

a%(cz:)i) - _(jwi)n_k - _Rn—k'
O (juw:) N ©)
g - = (jw)" T Gljwi) = RnaG
parak =0,..,n;l =1,...,necom R, e G fungdes
de (jw;).

Substituindo (9) em (8) e realizando algumas
manipulagoes algébricas, chega-se a:

oJ m
o = l; 2Re[Ry, 1 (jwi)N* (a, jw;) —
— Ry (jwi)G* (jwi) D* (B, jws)]
oJ m . ) .
7 = 2 2Re[R, i (jwi)G(jwi) N*(a, jw;) —
OB i=1

—Ry 1 (jwi)G(jw:)G* (jwi) D* (B, jw;)]

onde Re[.] representa a parte real do argumento.

De acordo com (7), % =0e % = 0, per-
mitindo escrever

> Re[R,_i(jwi) N*(a, jw;) —
i=1

Ryt (jwi) G (jwi) D" (B, juwr)] =0 (10)

m

> RelRu-1(je)G(jwi) N (@ jwr) -

1=

—Ry1(jwi)G(jwi)G" (jwi) D™ (B, jwi)] = 0 (11)

Manipulando-se algebricamente (10) e (11),
chega-se a um sistema de equagoes lineares da



forma Q6 =Y, onde os termos independentes sao
aqueles correspondentes ao coeficiente Gy. A ma-
triz dos coeficientes, ), e o vetor Y tém trata-
mento computacional mais facil se analisados de
maneira particionada. Assim:

gl o

onde Q; = Y Re[lMj], j = 1,..,4, Y1 =
i=1
>~ Re[A], Y, = > Re[B], com
i=1 i=1
R, R}, R.R;_, R, R;
R, 1R, Rn1Rj, R, R;
M, = . . .
RoR;,  RoR; RoRg
My = —M( ,2:n+1)G*
M3 = M1(2:n+1, )G
My = —-Mi(2:n+1,2:n+1)G*G
R,.R;G* R, 1\R,G*G
R\ R%G* Ry 2R G*G
A= . , B= .
RyR;G* RyR;G*G

Os termos M (:,2: n+1) e M1(2 : n+1,:) sdo
submatrizes da matriz M; excluindo-se a primeira
coluna e a primeira linha, respectivamente. Os ar-
gumentos das expressoes anteriores foram simpli-
ficados, mas sdo todos fungoes de (jw;).

2.8 Reducao e Validacao do Modelo

De posse da familia de modelos estimados, faz-se
a andlise de seus valores singulares de Hankel e,
de acordo com o resultado, aplica-se a técnica de
reducao de modelos via truncamento balanceado
(Zhou, 1996). O procedimento restringe-se & sim-
ples aplicacao da técnica, amplamente difundida
na literatura de controle. O passo seguinte visa
qualificar o modelo estimado G (s) e classificd-lo
em satisfatério ou nao. Em (Ljung, 1999), alguns
métodos de validacao sao apresentados.

3 Exemplos de Aplicagao

3.1 Sistema Interligado Brasileiro

Este sistema possui caracteristicas continentais
com predominancia de geracao hidrelétrica, ali-
mentando grandes cargas através de linhas de
transmissao de longas distancias.  Todos os
equipamentos relevantes do sistema para esse es-
tudo foram detalhadamente modelados (Martins
et al., 1999), resultando num modelo com 1.676
variaveis de estado. Para este trabalho, alguns

controladores foram desconectados de forma a
tornar instavel, para uma dada condigao ope-
rativa, o modo interarea Norte-Sul de oscilagao
eletromecénica (+0,1089 + 1,20527), resultando
em 1.637 estados.

A FT escolhida para a aplicagao da metodolo-
gia proposta é a mesma utilizada para a estabi-
lizagao desse modo interdrea, G(s) = P(s)/B(s),
onde P e B sao as transformadas de Laplace do
desvio de poténcia ativa na linha de interligacao e
da susceptancia associada ao Compensador Série
Controlado a Tiristores (TCSC) instalado no ter-
minal Sul (Serra da Mesa), respectivamente. O
vetor de freqiiéncias w utilizado contém 100 pon-
tos com espacamento logaritmico uniforme entre
0,1 rad/s e 20 rad/s.

A Tabela 1 apresenta os custos calculados com
a técnica proposta e a Figura 2 mostra a resposta
em freqiiéncia dos modelos estimados de ordens 5
e 8, comparativamente a resposta em freqiiéncia
medida G(jw).

Tabela 1: Custos J de GZ(s) pelo método pro-
posto.

[ Ordem (n) | J

| Ordem (n) [ J

) 0,03085 8 0,00175
6 0,00380 9 0,01405
7 0,05877 10 0,00130

Resposta em frequiéncia
Sistema X Modelo estimado

Modulo (dB)

0™ 10° 10"
w (rad/s)

500

Fase (graus)
o

-500 .
10 10 10
w (rad/s)

Figura 2: Respostas em freqiiéncia dos modelos
estimados G2 (jw) e G2(jw) e do SIB G(jw).

3.2 Levitador Magnético do IMFE

O Levitador Magnético (Figura 3) é um sistema
que consiste em manter suspensa uma esfera de
aco, atuando com uma forga magnética que se
opoe a forga peso provocada pelo campo gravita-
cional da terra. Devido a instabilidade inerente ao
sistema, foi vidvel apenas realizar a identificacao



em malha fechada, isto é, com o sistema previa-
mente estabilizado. O procedimento de obtengao

da curva de resposta em freqiiéncia foi descrito em
(Wulhynek, 2002).

Figura 3: Detalhe do Levitador Magnético.

A Tabela 2 compara os custos calculados
com a técnica proposta e aqueles apresentados
por (Wulhynek, 2002). Neste ultimo, a néao-
convexidade do problema abordado requer o uso
de um outro método e de programagao nao-linear
(Bazaara e Shetty, 1993). A Figura 4 mostra a
resposta em freqiiéncia do modelo estimado de or-
dem 6, obtida pelo algoritmo proposto, comparati-
vamente & resposta em freqiiéncia medida G(jw).

Tabela 2: Custos de GZ(s) pelo método proposto
(J1) e de G ,(s) em (Wulhynek, 2002) (Jz).

| Ordem (n) | /1 | Jo |
6 0,90703 | 3,67602
7 0,87860 | 3,67602
9 0,74548 | 3,67602

Resposta em frequencia
Sistema X Modelo Estimado

S

G(j) |:
x Gg(jw)

w

N

Médulo (linear)

[N
T

o

w (rad/s)

Fase (graus)

G(jw) x3 %y
x G¥w)|:

w (rad/s)

Figura 4: Respostas em freqiiéncia do modelo es-
timado G%(jw) e do Levitador Magnético G(jw).

3.3 Sistema de Rastreamento

O Sistema de Rastreamento ilustrado na Figura 5
busca reproduzir a distancia uma variagao angular
imposta a um comando eletromecanico. Uma vez
que uma determinada posicao angular for coman-
dada, o sistema posicionara a alavanca de saida
com o mesmo angulo da entrada de referéncia.
O conjunto de dados de resposta em freqiiéncia é
obtido a partir da aplicagao da FFT aos sinais de
entrada e de saida do sistema, medidos em labo-
ratério, conforme mostrado na Secao 2.1. Neste
exemplo, faz-se necessdrio o tratamento prévio
dos dados com o objetivo de reduzir o efeito do
ruido, fornecendo pontos de resposta em freqiién-
cia mais precisos. Como este sistema foi proje-
tado, encontra-se disponivel um modelo de pro-
jeto, cujos parametros podem ser encontrados em
(Valle, 2005). O modelo original pode ser com-
parado aqueles identificados pela metodologia pro-
posta neste artigo e aos resultados obtidos pela
técnica de imposicao de pdlos apresentados por
(Valle, 2005).

A Tabela 3 compara os custos calculados com
a técnica proposta e aqueles apresentados por
(Valle, 2005). Neste ultimo, a néo-convexidade
do problema abordado requer o uso de um outro
método e de programagao nao-linear (Bazaara e
Shetty, 1993). A Figura 6 mostra a resposta em
freqiiéncia do modelo estimado de ordem 2, obtida
pelo algoritmo proposto, comparativamente a res-
posta em freqiiéncia medida G(jw).

Figura 5: Detalhe do Servomecanismo (Sistema
de Rastreamento)

Tabela 3: Custos de G (s) pelo método proposto
(J1) e de G ,(s) em (Valle, 2005) (J2).

| Ordem (n) | 1 | J» |
i 007186 | —— —
2 0,05124 | 0,08675
3 0,08741 | 0,08075
4 0,06070 | — — —




Resposta em frequencia
Sistema X Modelo estimado

i i i

10 10° 10
w(rad/s)

Fase (graus)
&
o
T
i

% G(w)
50} Gz(jw) |

-60 L = ;
10 10 10

w(rad/s)

Figura 6: Respostas em freqiiéncia do modelo es-
timado G2(jw) e do Servomecanismo G (jw).

4 Conclusoes

Apresentou-se uma nova metodologia para identi-
ficagao de modelos. Entre as vantagens destacam-
se: 1) calculo analitico da posigao 6tima dos pdlos e
zeros do modelo estimado, de acordo com a ordem
arbitrada e com o critério de ajuste proposto; ii)
tempo relativamente baixo de processamento com-
putacional para obtencao de um modelo aproxi-
mado; iii) possibilidade de emprego do algoritmo
na identificagao em tempo real, com aplicagoes de
controle em sistemas lineares variantes no tempo
e iv) possibilidade de identificagdo sem que haja a
necessidade de interferir na operagao do sistema.
Os ajustes alcancados no exemplo do Sistema In-
terligado Brasileiro apresentaram erros relativa-
mente baixos e satisfatorios. Foi possivel obter um
modelo de ordem mais baixa que aquele utilizado
para gerar os dados. A metodologia proposta
também se mostrou aplicdvel em sistemas reais,
como pode ser observado nos exemplos do Levita-
dor Magnético e do sistema de rastreamento. Os
resultados obtidos foram comparados com os de
outros trabalhos e se mostraram satisfatérios.
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